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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  
ДЕСКРИПТОРОВ АВТОНОМНЫХ БЛОКОВ С МАГНИТНЫМИ  

НАНОВКЛЮЧЕНИЯМИ И КАНАЛАМИ ФЛОКЕ1 
 
Аннотация. На электродинамическом уровне строгости определяются деск-
рипторы линейных и нелинейных автономных блоков (АБ) в виде прямо-
угольных параллелепипедов с магнитными нановключениями и виртуальными 
каналами Флоке на гранях. Основой построения дескрипторов являются урав-
нения Максвелла, решаемые совместно с уравнением Ландау-Лифшица, в ко-
тором учитывается поле обменного взаимодействия. Для решения нелинейной 
краевой задачи дифракции для АБ c магнитными нановключениями и канала-
ми Флоке применен проекционный метод Галеркина. 

Ключевые слова: дескриптор, автономный блок, каналы Флоке, магнитные на-
новключения, уравнения Максвелла, уравнение Ландау-Лифшица. 
 
Abstract. The descriptors of linear and nonlinear autonomous blocks (ABs) in the 
form of the rectangular parallelepipeds with Floquet channels on bounds containing 
the magnetic nanoinsertions are determined at ectrodynamic accuracy level. The de-
scriptors are based on the solution of the nonlinear full Maxwell`s equations with 
electrodynamic boundary conditions, complemented by the Landau-Lifshitz equa-
tion of motion of the magnetization vector including the exchange term. The 3D dif-
fraction boundary problem for AB with Floquet channels containing the magnetic 
nanoinsertions was solved using the Galerkin’s projection method. 

Keywords: descriptor, autonomous block, Floquet channels, magnetic nanoinser-
tions, the Maxwell`s equations, Landau-Lifshitz equation. 

Введение 

Декомпозиционный подход является основой построения систем авто-
матизированного моделирования (проектирования) технических систем и 
устройств СВЧ и ИК-диапазона. При декомпозиционном подходе наиболь-
шую ценность представляют автономные блоки (АБ), дескрипторы которых 
получены без упрощения уравнений электродинамики и краевых условий  
(в строгой электродинамической постановке задачи). В настоящее время в 
практике решения задач электродинамики применяются многомодовые АБ [1], 
минимальные АБ [2], универсальные АБ с каналами Флоке [3]. Эти известные 
АБ с однородным заполнением могут иметь лишь весьма ограниченное при-
менение в построении математических моделей устройств СВЧ на основе 
магнитных наноматериалов, т.к. основой построения их дескрипторов явля-
ются уравнения Максвелла для изотропных линейных сред. Указанные не-

                                                           
1 Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований, грант  
№ 05-08-33503.  
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достатки не присущи АБ в виде прямоугольных параллелепипедов с магнит-
ными нановключениями и виртуальными каналами Флоке на гранях, т.к. ос-
новой построения их дескрипторов являются уравнения Максвелла, решае-
мые совместно с уравнением Ландау-Лифшица, в котором учитывается поле 
обменного взаимодействия. Развитие декомпозиционного подхода к матема-
тическому моделированию устройств СВЧ на основе магнитных наномате-
риалов требует нахождения дескрипторов линейных и нелинейных АБ с маг-
нитными нановключениями и каналами Флоке – их математических описаний 
в виде матриц рассеяния или систем нелинейных уравнений, связывающих 
амплитуды падающих и отраженных волн на комбинационных частотах. 

1 Математическая модель. Стационарные уравнения поля  
с учетом обменного взаимодействия 

Формулировка краевой задачи электродинамики для структур, содер-
жащих системы магнитных наночастиц, состоит в следующем. Необходимо 
решить уравнения Максвелла:  

 0
( )

rot ( )= ( )
  



E t

H t E t
t

;  (1) 

 
( )

rot ( )=




B t

E t
t

;  (2) 

 0( ) ( ) ( )  
  
B t M t H t ,  (3) 

совместно с уравнением движения вектора намагниченности в ферромагне-
тике в форме Ландау-Лифшица с учетом обменного взаимодействия [4]: 

    эф 0
( )

( ) ( ) ( ) ( )      


   
r

dM t
M t H t H t M t
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;  (4) 

 эф ( ) ( ) ( ) 
  

qH t H t H t ;  (5) 

 2( ) ( ) 
 

qH t q M t ,  (6) 

где ( ), ( )
 
E t H t  – векторы напряженности электрического и магнитного полей; 

( )


M t  – вектор намагниченности среды; ( )

B t  – вектор магнитной индукции; 

эф ( )


H t  – суммарное эффективное поле, включающее ( )


qH t  – поле 

обменного взаимодействия;   – оператор Лапласа;   – относительная 
диэлектрическая проницаемость среды;   – электропроводность среды; 0 , 

0  – электрическая и магнитная постоянные;   – гиромагнитное отношение; 

r  – частота релаксации; 0  – статическая восприимчивость; q  – константа 
обменного взаимодействия. 

Используя формулы векторного анализа, запишем поле обменного 

взаимодействия ( )


qH t  (6) в виде 

  ( ) graddiv ( ) rot rot ( ) . 
  

qH t q M t M t   (7) 
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Учитывая, что div ( ) 0


M t , и вводя векторную функцию 

( ) rot ( )
 
F t M t , 

запишем (7) в виде 

 ( ) rot ( ). 
 

qH t q F t   (8) 

Подставляя (3) в (2) и учитывая (8), систему уравнений для 
электромагнитного поля (с учетом поля обменного взаимодействия) запишем 
в виде 

0
( )

rot ( )= ( )
  



 E t

H t E t
t

; 

0rot ( )= ( ( ) ( ))
 


  
E t M t H t

t
; 

 0
d ( )

( ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
d

       


    
q r
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t
;  (9) 

rot ( ) ( )
 

M t F t ; 

1rot ( ) ( )
 

qF t q H t . 

Сведем систему нестационарных нелинейных уравнений (9) к 
стационарным, полагая, что электромагнитные поля источников с частотами 

1 2, , ..., , ...  m  монохроматические.  

Представляя векторные функции ( )

E t , ( )


H t , ( )


M t , ( )


F t , ( )


qH t  в виде 

рядов по всевозможным комбинационным частотам  

( ) ( ) exp( )



  

 
m m

m

E t E i t ; ( ) ( ) exp( )



  

 
m m

m

H t H i t ; 

( ) ( ) exp( )



  

 
m m

m

M t M i t ; ( ) ( ) exp( )



  

 
m m

m

F t F i t ; 

( ) ( ) exp( )



  

 
q q m m

m

H t H i t  

и подставляя эти ряды в (9), получаем следующие системы стационарных 
нелинейных уравнений на каждой из комбинационных частот:  

 0rot ( ) ( ) ( )      
 

m m m mH i E ;  (10.1) 
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 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ;             
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 

m mM F ;  (10.4) 

 1rot ( ) ( )  
 

m q mF q H ;  (10.5) 

1, 2, ...  m , 

где m  – комбинационные частоты  00, , 0       m m m ; 
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 

H H ; 

0 0( ) 
 
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2 Формулировка нелинейной краевой задачи  
дифракции для автономных блоков с магнитными  

нановключениями и каналами Флоке 

На рис. 1 показан АБ в виде прямоугольного параллелепипеда, содер-
жащего магнитное нановключение, с виртуальными каналами Флоке на гра-
нях блока. Собственные волны виртуальных каналов Флоке могут быть запи-
саны в виде [3] 

 

         
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где   ( ) 
mk

e ,   ( ) 


mk
h  и   ( ) 

 z
mk

h ,   ( )  z
mk

e  – продольные и попереч-

ные компоненты электрического и магнитного полей собственных волн; 

  ( ) mk  – постоянные распространения собственных волн;   – номер 

входного сечения S  (грани АБ); k  – индекс собственных волн; z  – про-

дольные координаты в локальных системах координат, знаком «  » обозна-
чены падающие и отраженные волны. 

Системы векторных функций   ( ) 
mk

e ,   ( ) 


mk
h  в (11) ортого-

нальны и нормированы: 
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где 


dS  – векторный элемент поверхности;   – знак комплексно-сопря-

женной величины; 
1, если ,
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   
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Рис. 1 Автономный блок с магнитными нановключениями и виртуальными  
каналами Флоке: 0V  – внутренняя область АБ; V  – область магнитных  

нановключений; 0 V V  – область, заполненная немагнитной средой  

с диэлектрической и магнитной проницаемостями , v v  

 
На каждом входном сечении S  (гранях параллелепипеда) АБ каса-

тельное электромагнитное поле можно представить в виде суперпозиции пря-
мых и обратных собственных волн каналов Флоке (11) [3]: 

 ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ( ) ( )) ( );


 
   
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     

 
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     
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1, 2, ..., 6; 1, 2, ...,    m  

где   ( )
 mk

c ,   ( )
 mkc  – амплитуды падающих и отраженных волн. 

Определим векторные произведения, умножая (13.1) на ( ) ( )
 


n mh  и 

  ( ) 
mn

e  на комплексно-сопряженное выражение (13.2), затем проинтегриру-

ем их по поверхности S  с учетом нормировки (12), и в результате получим: 
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Складывая (14.1) и (14.2), получаем условие неасимптотического излу-
чения [5]: 

( )( ( ) ( ))




      

 
m k m

S

E h dS  

 ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) 2 ( )



 
         


k m k m k m

S

e H dS c .  (15) 

Нелинейная краевая задача дифракции для АБ с магнитными нано-
включениями и виртуальными каналами Флоке (рис. 1), формулируется сле-
дующим образом. Электромагнитное поле должно удовлетворять в области 
магнитных нановключений V  АБ, системе стационарных нелинейных урав-
нений (10.1)–(10.5), а в области 0 V V  – однородным уравнениям Максвелла: 

 0rot ( ) ( )     
 

m m v mH i E ;  (10а) 

0rot ( ) ( )      
 

m m v mE i H , 

а также условиям неасимптотического излучения (15) на гранях АБ (входных 
сечениях S ). 

Неизвестными в задаче дифракции являются амплитуды ( ) ( )
 k mc  от-

раженных волн на входных сечениях S  (гранях) АБ, если амплитуды 

( ) ( )
 k mc  волн, падающих на входные сечения S , известны.  

3 Построение алгоритма решения нелинейной  
краевой задачи дифракции для автономных блоков  
с магнитными нановключениями и каналами Флоке 

Для решения нелинейной краевой задачи дифракции для АБ c магнит-
ными нановключениями и каналами Флоке (рис. 1) применим проекционный 

метод Галеркина [6]. В качестве базисных функций  ( )


k mЕ ,  ( )


k mH   

(где k  – индекс базисной функции; m  – индекс комбинационной частоты) 
используем систему собственных функций прямоугольного резонатора с од-
нородно-периодическими граничными условиями на стенках резонатора (гра-
нях АБ) (рис. 1). 

Собственные частоты k  и собственные функции  ( )


k mЕ ,  ( )


k mH  

резонатора определяются из решения краевой задачи для однородных урав-
нений Максвелла: 
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rot ;

rot ,

   


   

 

 
k m k k m

k m k k m

H i E

E i H
 в области 0V ,  (16) 

с граничными условиями на стенках резонатора (гранях АБ): 

( ) 1 ( ) 4 ( ) 1 ( ) 4( ) ( ), ( ) ( );k m k m k m k mE S E S H S H S 
   
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( ) 2 ( ) 5 ( ) 2 ( ) 5( ) ( ), ( ) ( );k m k m k m k mE S E S H S H S 
   

 

 ( ) 3 ( ) 6 ( ) 2 ( ) 6( ) ( ), ( ) ( ).k m k m k m k mE S E S H S H S 
   

  (17) 

Собственные функции резонатора ортогональны и нормированы: 

 

0 0

0 ( ) ( ) 0 ( ) ( ) .        
   

k m n m k m n m kn
V V

H H dV E H dV   (18) 

Используя теорему Остроградского-Гаусса, тождество векторного ана-

лиза rot rot rot ( )  
    
b a a b a b  и учитывая (16), запишем систему стацио-

нарных нелинейных уравнений (10.1)–(10.5) в проекционной интегральной 
форме [7]: 

0

( ) 0 ( )( ( ) ) ( ) ( )            
   

 m k m m m m k m
S V

H E dS i E E dV  

0

0 ( )( ) ;    
 

k m k m
V

i H H dV  

0

( ) ( )( ( ) ) ( )          
   

 m k m m m k m
S V

E H dS i M H dV  

0 0

0 ( ) 0 ( )( ) ( ) ;           
   

m m k m k m k m
V V

i H H dV i E E dV  

0 0

( ) 0 ( )( ) ( ) 0;         
   

m k m k m k m
V V

F E dV i M H dV  

 

0 0

1
( ) 0 ( )( ) ( ) 0;          

   
q m k m k m k m

V V

q H H dV i F E dV   (19) 

0 0

( ) 0 ( )( ) ( ) ( ( ))             
    

r m m k m m k m
V V

i M H dV M H H dV  

0 0

0 ( ) 0 ( )( ( )) ( ( ) )          
     

q m k m m k m
V V

M H H dV M H H dV  

0

0 ( )( )      
 

r m k m
V

H H dV  

0

( )( ( ) ( ( ) ( )) ,
 



 
          

   
ij i j q j k m

i j V

M H H H dV  

где 1 2 6... .   S S S S  
Решение нелинейной краевой задачи дифракции для уравнений (10.1)–

(10.5) с граничным условием (15) для АБ c магнитными нановключениями и 
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каналами Флоке (рис. 1) ищем в виде рядов Фурье по следующим системам 
функций: 

– в области 0V  АБ (рис. 1) по системе собственных функций прямо-

угольного резонатора  ( )


n mЕ ,  ( )


n mH : 

( )
1

( ) ( ) ;



  

 
m n m n m

n

E a E  ( )
1

( ) ( ) ;



  

 
m n m n m

n

H b H   

( )
1

( ) ( ) ;



  

 
m n m n m

n

M d H  ( )
1

( ) ( ) ;



  

 
q m n m n m

n

H g H  

 ( )
1

( ) ( )



  

 
m n m n m

n

F f E ;  (20) 

– на гранях АБ – по системе собственных волн каналов Флоке 

  ( ) 
ml

e ,   ( ) 


ml
h  : 

 ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )


 
   


     

 
m l m l m l m

l

E c c e ; 

  ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( )


 
   


     


m l m l m l m

l

H c c h .  (21) 

Подставляя (20), (21) в (19), (15) и учитывая уравнения (10а) и норми-
ровку (18), получаем следующую систему нелинейных алгебраических урав-

нений относительно неизвестных коэффициентов  n ma ω ,  n mb ω , 

 n md ω ,  n mg ω ,  n mf ω  и ( ) ( )l mc  , ( ) ( )l mc  : 

6

( ) ( ) ( ) 0
1 1 1

( ) ( ( ( ) )
 


 

  
              k m l l m m v kn m m v

l n

M c i i  

 
6

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

) ( ) ( ) ( );



 

 
       k m n m n n k kn n m k m l l m

l

A a i b M c   (22.1) 

6

( ) ( ) ( ) 0
1 1 1

( ) ( ) ( (1 )
 


 

  
              k m l l m k kn n m m v kn m v

l n

N c i a i i  

6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

) ( ) ( ) ( );



 

 
      k m n m n m m k m n m n m k m l l m

l

B b i B d N c  

 0 ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) 0;



      k k m n m n m k m n m n m

n

i B d A f   (22.2) 



№ 2 (10), 2009                                            Физико-математические науки. Физика 

 
99 

 1
( ) ( ) 0 ( ) ( )

1

( ) ( ) 0;





      k m n m n m k k m n m n m

n

q B g i A f   (22.3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) 2 ( );



  


     q n m n m q n m n m q m

n

U a R b c   (22.4) 

( ) ( ) 0 ( ) ( )
1

( ) ( )



     k m n m r k m n m n m

n

X B b  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( );k m n m r m k m n m n m k m n m n m k m mY i B d X g J             

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ));
   

   
         k m m ij k m p i r j p i r j r j

i j p r

J W d b g  (22.6) 

1, 2, ... 6; , 1, 2, ...; 1, 2, ...,     q k m  

где 

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) ;




    

 
k m n m l m k m

S

M h E dS   

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) ;




    


k m n m l m k m

S

N e H dS  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ; 
 

k m n m n m k m
V

A E E dV   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ; 
 

k m n m n m k m
V

B H H dV  

( ) ( ) 0 ( ) ( )( ) ;k m n m n m k m
V

X M H H dV  
  

 

( ) ( ) ( ) 0 ( )( ) ;k m n m n m k m
V

Y H H H dV  
  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ;k m p i r j p i r j k m
V

W H H H dV  
  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ;




     

 
q n m n m q m

S

U E h dS  

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ) .q n m q m n m
S

R e H dS




     


 

Для решения системы нелинейных алгебраических уравнений (22.1)–
(22.6) используем итерационный метод, или метод Ньютона [6]. 
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При решении системы уравнений (22.1)–(22.6) итерационным методом на 
каждом шаге итераций функция ( ) ( )k m mJ  определяется следующим образом: 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ))
   

   
         им

k m m ij k m p i r j p i r j r j
i j p r

J W d b g , 

где 0 0 0( ), ( ), ( )  p i r j r jd b g  – значения коэффициентов, полученные на пре-

дыдущем шаге итерации. 
При решении уравнений (22.1)–(22.6) методом Ньютона на каждой ите-

рации функция ( ) ( )k m mJ  определяется  

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( ( ) ( ( ) ( ))
   

   
          мн

k m m ij k m p i r j p i r j r j
i j p r

J W d b g  

0 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )),          p i r j r j r j p i p i r jd b b g d d g  

где 0 0 0( ), ( ), ( )  p i r j r jd b g  – значения коэффициентов, полученные на пре-

дыдущей итерации. 
При малых амплитудах падающих волн (в линейном приближении) де-

скрипторы АБ, частично заполненных магнетиком, – это матрицы рассеяния 
R , проводимости Z  или сопротивления Y  [8]. Элементы матрицы рассеяния 
R  определяются из решения системы уравнений (22.1)–(22.6) при парциаль-
ных режимах функционирования АБ [8], когда все амплитудные коэффици-

енты ( ) ( )
 k mc падающих волн в виртуальных каналах Флоке АБ равны ну-

лю, кроме одного ( ) 1
 nc  [8]. Решая систему линейных (в этом приближе-

нии) алгебраических уравнений (22.1)–(22.6), находим коэффициенты отра-

женных волн ( )

kc  – элементы матрицы рассеяния ( )

 
 kknR c  [8]). 

Заключение 

Математические модели устройств СВЧ на основе магнитных нанома-
териалов, базирующиеся на решении уравнений Максвелла совместно с урав-
нением Ландау-Лифшица без упрощения уравнений и краевых условий, адек-
ватны, что позволит отказаться от экспериментально-эмпирического подхода 
в проектировании и разработке технических систем и устройств. 

Построение математических моделей технических систем и устройств 
СВЧ осуществляется следующим образом. Область магнитных наноматериа-
лов расчленяется на АБ с магнитными нановключениями и каналами Флоке. 
В результате соединения этих АБ по виртуальным каналам Флоке получаем 
дескрипторы (матрицы рассеяния или системы нелинейных алгебраических 
уравнений) областей, заполненных магнитными наноматериалами, рассмат-
риваемых как волноводные трансформаторы (базовые элементы) [3]. Далее 
полученные в данной работе дескрипторы этих волноводных трансформато-
ров используются наряду с дескрипторами АБ с изотропным однородным 
заполнением в декомпозиционном подходе к математическому моделирова-
нию технических систем в целом. 
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